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INTISARI 
Homotopy Analysis Method (HAM) merupakan sebuah metode yang digunakan untuk memperoleh barisan 
solusi dari berbagai permasalahan diferensial nonlinear. Metode ini merupakan hasil konstruksi dari 
persamaan deformasi orde nol ke persamaan deformasi orde tinggi yang berdasar pada konsep fungsi homotopi 
dan deret Taylor. Penelitian ini mengkaji pembentukan HAM dan aplikasinya pada beberapa penyelesaian 
persamaan diferensial nonlinear. Tahap-tahap penyelesaian masalah diferensial nonlinear menggunakan HAM 
diawali dengan sebuah permasalahan persamaan diferensial nonlinear yang dibentuk ke dalam operator 
diferensial nonlinear 𝐴 dengan  parameter homotopi 𝑞 ∈ [0,1]. Kemudian dari operator diferensial nonlinear 
tersebut dibangun persamaan deformasi orde ke-𝑚  sehingga diperoleh bentuk solusi 𝑦𝑚(𝑥) yang kemudian 
disubstitusikan ke dalam deret ∑ 𝑦𝑘(𝑥)
𝑚
𝑘=0  untuk 𝑚 = 1 sampai 𝑛. Hasil penyelesaian diferensial nonlinear 
dengan menggunakan HAM berlaku jika memenuhi teorema solusi HAM, sebaliknya jika tidak memenuhi 
teorema tersebut maka penyelesaian permasalahan diferensial tidak berlaku.  
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PENDAHULUAN 
Banyak fenomena di alam semesta yang dapat digambarkan ke dalam persamaan matematika yang 
umumnya berbentuk nonlinear. Beberapa metode telah digunakan dalam memperoleh hampiran solusi 
dari masalah-masalah nonlinear di bidang sains, teknik dan keuangan salah satunya adalah metode 
Homotopy Perturbation Method (HPM) yang seringkali dibandingkan dengan suatu metode yang 
disebut Homotopy Analysis Method (HAM), setelah diperkenalkan oleh Liao pada tahun 2003 [1]. 
HPM yang telah terlebih dahulu diterapkan untuk menyelesaikan persamaan diferensial nonlinear 
disimpulkan memerlukan perhitungan yang lebih sulit dan masih memuat beberapa kesalahan 
sehingga memberikan hasil yang kurang akurat dibandingkan HAM [2]. Penyelesaian persamaan 
diferensial nonlinear menggunakan metode HPM seringkali menghasilkan hasil yang divergen. 
Perbedaan HAM dan HPM, HAM memberikan parameter ℎ yang dapat dikontrol nilainya untuk 
mengendalikan konvergensi dari deret solusi dengan menyesuaikan tingkat konvergensi [3].  
Penelitian ini membahas tentang pembentukan HAM dan aplikasinya pada permasalahan 
diferensial nonlinear. Langkah-langkah dalam penelitian ini dimulai dengan menganalisis komponen 
pembentuk HAM kemudian menerapkan metode tersebut dalam menyelesaikan permasalahan 
persamaan diferensial nonlinear dengan cara membentuk persamaan diferensial nonlinear ke dalam 
operator diferensial nonlinear 𝐴. Memilih fungsi basis untuk menjadi nilai awal yang selanjutnya 
disubstitusikan ke dalam Persamaan 𝑅𝑚[?⃗?𝑚−1] sehingga dapat diperoleh persamaan deformasi orde 
ke−𝑚 untuk menghitung nilai 𝑦𝑚(𝑥) dengan 𝑚 = 1 hingga 𝑛 kemudian disubstitusikan ke barisan 
solusi 𝑦[𝑚](𝑥), sehingga diperoleh hampiran solusi HAM [4]. Langkah terakhir adalah menguji 
kekonvergenan untuk membuktikan bahwa hasil barisan solusi HAM berlaku untuk masalah 
diferensial nonlinear yang diambil. Penelitian ini membahas tentang pembentukan HAM dan 
aplikasinya pada permasalahan diferensial nonlinear. 
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HOMOTOPY ANALYSIS METHOD 
Homotopy Analysis Method atau HAM adalah teknik yang digunakan untuk menyelesaikan 
permasalahan nonlinear dengan pendekatan aproksimasi untuk memperoleh barisan solusi dari 
berbagai jenis bentuk permasalahan nonlinear tanpa bergantung pada besar atau kecilnya parameter 
[1]. 
Berikut ini diberikan ilustrasi konsep dasar metode HAM [1]. Misalkan diberikan persamaan 
diferensial sebagai berikut: 
 𝐴[𝑦(𝑥)] = 0,                    (1) 
dengan 𝐴: 𝐶(𝑘) → ℝ  suatu operator nonlinear dimana 𝐶(𝑘) adalah ruang vektor dari fungsi-fungsi 
yang bernilai real yang memiliki turunan hingga orde ke-𝑘 dan 𝑦(𝑥) fungsi yang akan ditentukan dan 
bergantung pada variabel 𝑥. Misalkan 𝑦0(𝑥) merupakan nilai awal dari 𝑦(𝑥) didefinisikan suatu 
operator linear 𝐿 dan suatu fungsi 𝑓 yang memenuhi 
𝐿[𝑓] = 0, sehingga 𝑓 = 0.                       (2) 
Didefinisikan suatu fungsi real kontinu nonlinear 𝜙(𝑥, 𝑞) dengan parameter 𝑞 𝜖 [0,1] dan suatu 
fungsi real kontinu linear 𝜙(𝑥, 𝑞) − 𝑦0 dimana kedua fungsi tersebut dipetakan dari 
𝐶(𝑘) ke ℝ sehingga dapat dikonstruksi suatu fungsi homotopi 𝐻: 𝑋 × [0,1] → ℝ, yaitu 
𝐻[𝜙(𝑥, 𝑞), 𝑞] = (1 − 𝑞)𝐿[𝜙(𝑥, 𝑞) − 𝑦0] + 𝑞𝐴[𝜙(𝑥, 𝑞)].                          (3) 
Berdasarkan Pernyataan (3), maka untuk 𝑞 = 0 dan 𝑞 = 1 masing-masing memberikan 
persamaan berikut: 
𝐻[𝜙(𝑥, 0), 0] = 𝐿[𝜙(𝑥, 0) − 𝑦0(𝑥)],              (4) 
dan  
𝐻[𝜙(𝑥, 1), 1] = 𝐴[𝜙(𝑥, 1)].                        (5) 
Misalkan 𝐻[𝜙(𝑥, 0), 0]|𝑞=0 = 0, sehingga Persamaan (4) dituliskan sebagai  
𝐿[𝜙(𝑥, 0) − 𝑦0(𝑥)] = 0.               (6) 
Berdasarkan Persamaan (2), Persamaan (6) dapat dibentuk menjadi  
                       𝜙(𝑥, 0) − 𝑦0(𝑥) = 0 atau 𝜙(𝑥, 0) = 𝑦0(𝑥). 
Misalkan 𝐻[𝜙(𝑥, 1), 1]|𝑞=1 = 0, sehingga Persamaan (5) dituliskan sebagai  
𝐴[𝜙(𝑥, 1)] = 0.                                  (7) 
Menggunakan Persamaan (1), maka Persamaan (7) dapat dibentuk menjadi  
                 𝜙(𝑥, 1) − 𝑦(𝑥) = 0 atau 𝜙(𝑥, 1) = 𝑦(𝑥). 
Dengan demikian peningkatan nilai parameter 𝑞 dari 0 sampai 1 menyatakan perubahan nilai 
𝐻[𝜙(𝑥, 𝑞), 𝑞] dari 𝐿[𝜙(𝑥, 𝑞) − 𝑦0(𝑥)] ke 𝐴[𝜙(𝑥, 𝑞)].  
Selanjutnya berikut ini dibahas perluasan dari konsep dasar metode homotopi yang telah 
diuraikan sebelumnya. Misalkan didefinisikan fungsi 𝜙(𝑥, 𝑞, ℎ, 𝑏) yang tidak hanya bergantung pada 𝑥 
dan 𝑞, tetapi juga bergantung pada parameter bantu ℎ ≠ 0 dan fungsi 𝑏(𝑥) ≠ 0. Sehingga fungsi 𝐻 
dinyatakan sebagai berikut: 
𝐻[𝜙(𝑥, 𝑞, ℎ, 𝑏), 𝑞, ℎ, 𝑏] = (1 − 𝑞)𝐿[𝜙(𝑥, 𝑞, ℎ, 𝑏) − 𝑦0(𝑥)] + 𝑞ℎ𝑏(𝑥)𝐴[𝜙(𝑥, 𝑞, ℎ, 𝑏)].          (8) 
Selanjutnya, misalkan 𝐻[𝜙(𝑥, 𝑞, ℎ, 𝑏), 𝑞, ℎ, 𝑏] = 0 sehingga Persamaan (8) dapat dinyatakan  
(1 − 𝑞)𝐿[𝜙(𝑥, 𝑞, ℎ, 𝑏) − 𝑦0(𝑥)] = 𝑞ℎ𝑏(𝑥)𝐴[𝜙(𝑥, 𝑞, ℎ, 𝑏)],                               (9) 
fungsi 𝜙(𝑥, 𝑞, ℎ, 𝑏) tidak hanya bergantung pada parameter 𝑞, bergantung pada parameter bantu ℎ dan 
fungsi bantu 𝑏(𝑥) yang dapat dipilih sebarang. Persamaan (9) dikenal sebagai persamaan deformasi 

























.                                  (10) 
Berdasarkan Teorema deret Taylor, dapat diperoleh deret Taylor dari fungsi 𝜙(𝑥, 𝑞, ℎ, 𝑏) terhadap 𝑞 
adalah 
𝜙(𝑥, 𝑞, ℎ, 𝑏) = 𝜙(𝑥, 0, ℎ, 𝑏) + ∑
1
𝑚!










𝜙(𝑥, 𝑞, ℎ, 𝑏) = 𝑦0(𝑥) + ∑ 𝑦𝑚(𝑥)
+∞
𝑚=1
 𝑞𝑚 .                                                
Sedangkan untuk 𝑞 = 1 diperoleh 
𝑦(𝑥) = 𝑦0(𝑥) + ∑ 𝑦𝑚(𝑥)
+∞
𝑚=1
.                                               (11) 
Deret (11) memberikan hubungan antara penyelesaian eksak dari persamaan (1) dengan 
pendekatan awal 𝑦0(𝑥) dan 𝑦𝑚(𝑥) dengan  𝑚 = 1,2, … yang akan ditentukan. Persamaan untuk 
menentukan 𝑦𝑚(𝑥) dengan  𝑚 = 1,2, … diperoleh sebagai berikut. Jika kedua ruas pada persamaan 
(9) diuraikan menjadi 
    𝐿[𝜙 − 𝑦0(𝑥)] − 𝑞𝐿[𝜙 − 𝑦0(𝑥)] = 𝑞ℎ𝑏(𝑥)𝐴[𝜙], 























,                (12) 
Berdasarkan Persamaan (10), Persamaan (12) dapat disederhanakan menjadi 








.                                
Selanjutnya didefinisikan fungsi tambahan 
𝜒𝑚 = {
0,                 𝑚 ≤ 1
1,         𝑚 lainnya
. 
Dapat diperoleh persamaan deformasi orde ke-𝑚 sebagai berikut 
𝐿[𝑦𝑚(𝑥) − 𝜒𝑚𝑦𝑚−1(𝑥)] = ℎ𝑏(𝑥)𝑅𝑚[?⃗?𝑚−1],                                   (13) 
dengan ?⃗?𝑚−1 = (𝑦0, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑚) 
    𝑅𝑚[?⃗?𝑚−1] =
1
(𝑚 − 1)!




.                              (14) 
Persamaan (14) berlaku untuk ≥ 1, 𝑚 ∈ ℤ. Solusi dari persamaan deformasi orde ke-𝑚 dapat 
dituliskan sebagai 
𝑦𝑚(𝑥) = 𝜒𝑚𝑦𝑚−1(𝑥) + 𝐿
−1[ℎ𝑏(𝑥)𝑅𝑚[?⃗?𝑚−1]],                                       
dimana 𝐿−1 merupakan invers dari operator linear 𝐿. 
Sehingga didefinisikan jumlahan partisi ke-𝑚 dari 𝑦𝑚(𝑥) sebagai 
𝑦[𝑚](𝑥) = ∑ 𝑦𝑘(𝑥)
𝑚
𝑘=0
.                                                               (15) 
Dapat disimpulkan solusi dari Persamaan (1) diekspresikan sebagai 
𝑦(𝑥) = 𝜙(𝑥, 1) = ∑ 𝑦𝑘(𝑥)
𝑚
𝑘=0
.                                                                






Berikut ini akan diberikan aplikasi dari HAM yang telah dibahas pada bagian sebelumnya. Perhatikan 
suatu masalah taklinear yang dinyatakan dalam masalah nilai awal berikut: 
𝑑𝑦
𝑑𝑥
+ 𝑦2 = 1,                                                                      (16) 






− 1.                                       (17) 
Selanjutnya adalah memilih fungsi basis, fungsi yang dapat dipilih adalah {𝑥𝑎𝑛+𝑏|𝑎 > 0; 𝑏 ≥ 0; 𝑛 =
0,1,2, … }. Berdasarkan Persamaan (17), nilai awal yang harus dipilih berupa  
𝑦0(𝑥) = 𝑥.                                                                           
Definisikan operator linear bantuan 𝐿 sebagai 




Kemudian, setelah dipilih operator nonlinear 𝐴 dan nilai awal 𝑦0(𝑥), berdasarkan Persamaan 














sehingga dapat dituliskan persamaan deformasi orde ke−𝑚 dari Persamaan (16) menjadi 
𝐿[𝑦𝑚(𝑥) − 𝜒𝑚𝑦𝑚−1(𝑥)] = ℎ𝐵(𝑥)
𝜕𝑦𝑚−1(𝑥)
𝜕𝑥
+ ∑ 𝑦𝑟(𝑥)𝑦𝑚−𝑟−1(𝑥) − (1 − 𝜒𝑚)
𝑚−1
𝑟=0
,                  
dengan kata lain dapat dituliskan bentuk solusi 𝑦𝑚(𝑥) dari persamaan (16) sebagai berikut 








Solusi partikular 𝑦𝑚(𝑥) yang memuat bentuk invers linear operator 𝐿
−1 dapat dinyatakan dalam bentuk 
integral, maka solusi dari Persamaan diferensial nonlinear (16) dapat dituliskan sebagai berikut  
𝑦𝑚(𝑥) = (𝜒𝑚 + ℎ)𝑦𝑚−1(𝑥) − ℎ(1 − 𝜒𝑚)𝑥 + ℎ ∫ ( ∑ 𝑦𝑟(𝑥)𝑦𝑚−𝑟−1(𝑥)
𝑚−1
𝑟=0
) 𝑑𝑥, 𝑚 > 0.   (19) 


























maka dapat dituliskan barisan solusi untuk masalah nonlinear (16) dengan kondisi awal 𝑦0(𝑥) = 𝑥 
sebagai berikut: 
𝑦[0](𝑥) = 𝑥 



















karena HAM memungkinkan untuk mengembangkan keluarga solusi yang mengandung parameter 
pengontrol kekonvergenan ℎ, maka dari itu disubstitusi nilai ℎ = −0.1, −0.5 dan −1 pada solusi 
pendekatan HAM. Hampiran solusi dari metode HAM dengan nilai-nilai ℎ yang berbeda tersebut serta 











   Gambar 1. Grafik Perbandingan Solusi Eksak dan Pendekatan HAM 
Penyelesaian masalah diferensial nonlinear (16) dinyatakan dalam deret pada Persamaan (15) 
dengan 𝑦𝑚(𝑥), 𝑚 = 1,2, … memenuhi Persamaan (18). Gambar (1) menunjukkan perbandingan antara 
solusi eksak yaitu tanh 𝑥 dengan solusi metode HAM untuk nilai ℎ = −1, ℎ = −0,1 dan ℎ = −0,5 
untuk orde ke 10. Berdasarkan Gambar (1) diperoleh bahwa nilai-nilai prediksi dari solusi metode 
HAM mendekati nilai eksak yang baik. 
Selanjutnya untuk membuktikan bahwa hasil barisan solusi HAM dari masalah diferensial 
nonlinear (16) berlaku maka disajikan Teorema berikut: 
Teorema 1. Jika deret dari Persamaan (11) konvergen, dimana 𝑦𝑚(𝑥) ditentukan dari Persamaan 
deformasi orde-𝑚 (13) berdasarkan definisi 𝜒𝑚 dan Persamaan (14), maka Persamaan (11) 





𝑚=0  konvergen, asumsikan 𝑆(𝑥) = ∑ 𝑦𝑚(𝑥)
+∞
𝑚=0  dimana lim
𝑚→+∞
𝑦𝑚(𝑥) = 0. Berdasarkan 
definisi 𝜒𝑚 , dapat dituliskan 
             ∑ [𝑦𝑚(𝑥) − 𝜒𝑚𝑦𝑚−1(𝑥)] 
𝑛
𝑚=1
= 𝑦1(𝑥) + (𝑦2(𝑥) − 𝑦1(𝑥)) + (𝑦3(𝑥) − 𝑦2(𝑥)) + ⋯ + (𝑦𝑛(𝑥) − 𝑦𝑛−1(𝑥)) 
                                       = 𝑦𝑛(𝑥). 
Berdasarkan lim
𝑚→+∞
𝑦𝑚(𝑥) = 0 maka: 





𝑦𝑛(𝑥) = 0. 
Kemudian berdasarkan definisi operator linear 𝐿, dapat dituliskan  
∑ 𝐿[𝑦𝑚(𝑥) − 𝜒𝑚𝑦𝑚−1(𝑥)]
𝑛
𝑚=1




Lalu dibentuk Persamaan deformasi orde-𝑚 menjadi  
∑ 𝐿[𝑦𝑚(𝑥) − 𝜒𝑚𝑦𝑚−1(𝑥)]
𝑛
𝑚=1
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                            = ?̇?(𝑥) + 𝑆2(𝑥) − 1 
Dari persamaan ∑ 𝑅𝑚[?⃗?𝑚−1]
+∞
𝑚=1 = 0 sehingga berlaku 
       ?̇?(𝑥) + 𝑆2(𝑥) − 1 = 0 ∎ 
Beberapa persamaan diferensial khususnya dalam kasus nonlinear seringkali sulit untuk 
dinyatakan dalam bentuk solusi eksak maka pendekatan aproksimasi melalui barisan solusi merupakan 
salah satu alternatif untuk memperoleh solusi dari persamaan diferensial. Berdasarkan Teorema 1 
diperoleh bahwa barisan solusi HAM memberikan hasil yang benar untuk permasalahan nonlinear 
ketika barisan solusi tersebut konvergen. Sedemikian sehingga hampiran solusi HAM berlaku untuk 
masalah diferensial nonlinear (16). 
KESIMPULAN 
Berdasarkan hasil pembahasan diperoleh kesimpulan sebagai berikut: 
1. Metode HAM merupakan sebuah metode pendekatan aproksimasi untuk memperoleh barisan 
solusi dari berbagai permasalahan nonlinear. Untuk memperoleh barisan solusi HAM dikonstruksi 
sebuah persamaan 




dengan 𝑦𝑚(𝑥) = 𝜒𝑚𝑦𝑚−1(𝑥) + 𝐿
−1[ℎ𝑏(𝑥)𝑅𝑚[?⃗?𝑚−1]] dan operator linear bantuan 𝐿, nilai awal 
𝑦0(𝑥) dan parameter ℎ yang dapat dipilih sebarang menyesuaikan persamaan diferensial nonlinear 
yang diberikan. 
2. Penyelesaian aplikasi HAM pada masalah diferensial nonlinear orde 1 dalam tulisan ini 
menunjukkan nilai-nilai solusi yang diperoleh dengan pemilihan parameter ℎ yang tepat 
memberikan hasil yang mendekati hasil solusi eksaknya. 
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